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Анпосапни. АКТІСІ ЕІМЕО 
В этой статье приводится некоторые применению Бета и АгіісІе һіѕіогу: 
Гамма функцией, встречающиеся в прикладных задачах. Кесеіуеа 19 Маг 2022 
В ходе данного исследования обсуждались такие Кеуіѕеа Гогт 17 Арг 2022 


Ассерѓеа 21 Мау 2022 
логические операции, как практическое применение Бета 


и Гамма функций и непрерывного вывода, связь между Ключевые слова: Гамма и Бета- 


Бета и Гамма функциями. фукция интеграл, верхный 
предел, под интегральная 
функция, сходится, расходится. 


І. Гамма функция. Гамма функцией (или интегралом Эйлера второго рода) называется интеграл 
вида 


оо 


Г(р) Е [еа (1) 


0 


Интеграл (1) – функция параметра р - является несобственным, так как верхний предел равен 
бесконечности и, кроме того, потому что при хэ 0 и р<1 подинтегральная функция 
неограниченно возрастает. Интеграл (1) сходится при р> 0 и расходится р < 0. Гамма функция 
является одной из важнейших функций для анализа и его приложений. 


Основные свойства гамма функции: 
1: Функция Г(р) непрерывна и имеет непрерывную производную Г’(р) для р> 0. 
2°. Имеет место равенство Г(р+1) = рГ(р) (2). 
3°. После п-кратного применения формулы (2) получается соотношение 

Г(р+п) = (р+п-1{р+п-2)-.-(р+ШрГ(р) 0). 


0 
4. Если в формуле (3) положит р =1 и принять во внимание, что 


оо 


г(1) = | е “4х =1, то получается равенство Г(п +1) = п! (4), если п=0,то 0!= Г) =1. 


0 


Г(р+1) 


50 Из формулы (2) следует, что если р 0, то Г(р) = — +оо, т.е. Г(0) = +. 
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6°. При р=-п из формулы (2) следует, что Г(-п) = (-1)" - © ‚т.е. Г(-п) = (-1)" - © (и=1,2,3....). 
7°. Так как Г(р) = Г(р+) то Г(р+1) имеет смысл при -1< р <0. 
р 


Если, -и< р < —(п — | то из формулы (3) следует, что 
Г ( р+ п) 
рр +10р +2)---(р+п-1) 
С помощью подстановки р + п = а, откуда р = -п + @, последняя формула преобразуется к виду 


0’ Г(а) 
(1 2)(2– о): -:(п– о) 


(р) = 
Г(а п) = (5) 


и для -п<р< —(п — 1) знак Г(р) определяется множителем (-1)". 


89. Используется формулу (2), можно получить значения Г(р) для полуцелого аргумента: 


Гот + 5. 3 Ц; 500. {5 (6). 


А д т\2" 2 


0 
9. Имеет место формула дополнения 


Г(р)Г(1- р)= т (0<р<1) (7). 


. 1 
Если в этой формуле положить р = 5, то 
үү т | 
[45] ЕЯ, Т.е. Ц. = үл 
2 А 2 
510 — 
2 


пользуясь основными свойствами, можно вычислить Г(р) для любого р. 


П. Бета-функция. Бета функцией (или интегралом Эйлера первого рода) называется интеграл 
1 

В(р,а) = | х’" (1-х) ах (8) 
0 


интеграл (8) есть функция двух параметров р и д, сходящейся при р>0, а>0. 


Функция В является симметричной относительно параметров, т.е. В( р, а) = В(а, р). 
. (о Л 
Если сделать замену переменной интегрирования, пологая х = $1п г ѓ, ах = 251пісоѕ Е, 0 < < П ‚ ТО 


формула (8) примет вид 


В(р,а)= 2| т"? гсоѕ2 1 или 


о —о |Ҹ 
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т” ховав "ИЯ (т>0.п>0) (9) 


2 


К интегралом (8) и (9) приводится многие интегралы, встречающиеся в прикладных задачах. 


Для вычисления значений Бета-функции пользуются следующей зависимостью между Бета и Гамма 
функцией: 


_ Г(р)г(9) 
В(р.а) Ти) (10). 
Если 9 =1- р, то в(рі- Ри (0<р<!) 


- 1 1 11 
используя Бета-функцию, легко найти значение Г 5 |} пусть р= 4 = 27 тогда В| —, = |= 


20 
оо ЕЕЕ ао оте. 
2'2 2° 2 т 2 


В этой части статье приводится некоторые применению Бета и Гамма функцией, встречающиеся в 
прикладных задачах. 


ПІ. Связь между функциями Бета и Гамма. 
поь, І 

1.Пусть Г(х) = [а е 1- Гамма-функция, В(х, у)= [а (1—2) а -Бета функция. Доказать, что 
0 0 

Гого) 


ты В(х,у) (1). 


со со 


Доказательство. Имеем Г(х)Г(х)= П аат. 


00 
Сделаем замену переменных Г = и(1– у), т = и:у якобиан данного преобразованные р Е =и>0. 
Далее, 1+т=и (0 <и<ә), == (О <у<1). 

по зму гуду) = | а оета = ооа) = 
= Г(х + у)В(у, х) = Г(х+ у)В(х, у). Е | | 

2. Доказать, что п" + Э = сЕ РА 

Доказательство. Для Гамма функции мы установили соотношение Г(х+1)= х: Г(х). 


Применяя это равенство, получаем 
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Ги = п-1+1) -(*->) #5) = 
2 2 2 Л 
== ЕЕ РИИ = = ИЕ , РЕБ, ИР иа гіі 
2 2 2 2 2 2 2 


Далее 1 | | = (=и?)= Ге" Риз. 37 = Ул. 


0 


Пример-1. Найти площадь $ фигуры, ограниченной кривой С: 
[= + 2) ==] (а > 0, р> 0, п> 0) и осями координат. 


Решение. Легко видеть, что х = асоѕ" ф, у = Рѕіп" ф (0 < ф< 2л7)-есть параметрические уравнения 
кривой С. 


1 З . - 
По этому $ = 5: (хау — уах), где Г- контур, состоящий из кривой с и отрезков осей координат. 
Г 


Далее 5 = 5 [о — уйх) + 


С 


[00-04 = 64-а) 


С 


( 1 
[(0, ау + у:0)+ = 
Я 2 


Е 
2 


Е 


12 ар и в аһ. 29 = ар Г 
== | 2.——:соѕ" ф:5891" Ф+—— : 810" и == (созф. іф), "ар. 
2 П П По 


Сделаем замену переменного: зш ф = <,аф = 


Пример-2. Определить площадь $ фигуры ограниченной кривой г = Ш” Өсоѕ0. 


Решение. Кривая имеет две петли в одну и в три четверти; достаточно удвоить площадь одной из 
них. По формуле для площадь в полярных координатах имеем: 


2 соѕ 2 ЕЕ == == 
п Фоо = ооу 744) 3 


л л 5 3 
л л гі в В 
а фо 5а | | 2 
$=2. | п? @соз? 610 = | == . - = [| — [Г 3 2 
2 0 0 
Чтобы вычислить интеграл, так что, используя следующую формулу, будем иметь 


: ав 195005, 
[ віпе фсоѕ”' фіф = ува 2 =. 
0 


рр ЕЗ 
0 
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Пример-3. а) Определить площадь $ фигуры, ограниченной одним витком кривой г” = а" соѕ тө ( 
т — натуральное число) и б) длину / этого витка. 


Решение. 


6) По формуле для длины дуги в полярных координатах 


1 


2 
Л Л 1 
ж 1 2а 2 — а 1 [=] 
[= 2а | соѕ” т6л = — | сов" фард = —:2" .=——————. 
е т т 1 | 
Г. 
т 


а 
М3 – соѕ 


Л 
Пример-4. Вычислить интеграл | 
0 


аи 
24/и? 41-и 
М3 соѕ0 = 241+ и, причем, О <и <1. Тогда получим 


а 0, 


Решение. Положим соѕ 9 = 1 – 2-/п ‚ тогда 00 = 


Т 10 
И-М 24/2 
Так как т 


ответ ==). 


Пример-5. Показать, что Ц; а 226 _ 2 _ Л 


сои 


Решение. Пологая в формуле 


Г(и)Г(-п)= 


| о 
810 ИЛ 2 


получим 
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1 1 Л 
П 0+ | 1-1 0+ | |= ———————————, 
2 2 Л 
ІП 5 + (ОЛ 


ИЛИ (> + 136 — о) = 2 
2 2 05 ОЛ 


1 
Пример-6. Вычислить интеграл | 


аі 
0 14/32 


1 в 
е Э е 
Решение. Перепишем данный интеграл в виде У | Па. Воспользуемся подстановкой 


0 
2 5 Б, 


і =и,і=и?, і = е и, следовательно 


120) л 
Г(3) 16 _ 


1 
Пример-7. Вычислить интеграл [х Е ( —х” у" ах (р.а.т>0). 
0 


Решение. С помощью подстановки 


1 
х" =у, 0<у<1, х= у, 4х =— у" ау 


предложенный интеграл приводится к виду 


т 
п Г() 
оу Ут + т Е П | В 
ут у) у" у= |у" (1) ау В|, |52. 
0 т т т т 
р 


Пример-8. Вычислить интеграл | ах (а, В>0, р,а> 0). 


о (0х+ (1 х)+ у) 


Решение. С помощью подстановки 


ав) (+7 уч 
(+ В(1- х) + у)“ ох+ В-х) (0+ 8(1-х)+у) 
Предложенный интеграл приводится к виду 
1 1 4—1 В(р, а) 
—————— |1” (1— Е. 
РР ИГР 


Пример-9. Вычислить интегралы 
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б) [асар (8 <1). 


Решение. а) Чтобы вычислить интеграл, так что, используя следующую формулу, будем иметь 


Я 1 р 9:9 
ал ОВЕ ЕИ о. 
[ут фсоѕ’ ф1ф А Е 3 5 "Ез (а ) 
2 


В частности, при В =1, получим отсюда 


а+1\. 
> 
С помощью формулы Лежандра этот результат может быть переписан 
2 
ВЕ 
2 а-2 


р 
п“ фір = 2.021 2082 В| =, |. 
ш р Г(а) Е 3 


02! 
ый 
5 
> 
В 
є 
| 
У | 
Е) 
а < 


в виде: 


| Ҹ 


Л 


РД 
Пример-10. Вычислить интеграл [ав " фф (А < 1). 
0 


Решение. Наконец, пологая в 


чт“ ' фсоѕ” ф1ф (а,Ь>0),а=1+киЬ=1-К, где || <1, 


найдем (используя формулу дополнения) 


[16 фар _ (8) С | 


2 2 2 
2 
Если в интеграле 
1 1 2 а—1 1 2 а—1 
В(а,а)= [х (1-х) а= | 1-(2-= а =”) 1-(2-а) ах 
0 014 02 0 
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1 


Сделать подстановку > —х= 2 Ме ‚ то получим 


1 
Сокращая на Г(а) и подставляя вместо Ц; его значения у 7 придем к формуле Лежандра: 


гаа | = ул Г(2а). 


2а-1 
у); 
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